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TP diviser pour regner

I Deux points les plus proches

On s’intéresse au probleme suivant : étant donné un ensemble P =
{p1,...,pn} de n = 2 points distincts du plan, trouver deux points réali-
sant la distance minimale parmi ce nuage de points.

Dans tout le probleme on suppose que n > 2 et que tous les points
sont distincts.

On représente en CAML un point p; par ses coordonnées, c’est-a-
dire par un couple de flottants (x;, y;). On définit donc : type point
float » float; ;. On représente un ensemble de points par un
tableau de points.

Ecrire une fonction distance, de type point -> point -—>
float qui calcule la distance euclidienne entre deux points du
plan. On rappelle que la distance euclidienne entre deux points

de coordonnées respectives (x, ) et (x,y') est \/(x -x"?+ (y -y

I.1 Une méthode naive

Une solution naive au probleme consiste a calculer toutes les dis-
tances entre tous les couples de points et a prendre celle qui réalise le

minimum.

Implémenter cette stratégie naive en écrivant une fonction
plus_proches_naif detypepoint array —-> point * poir
prenant en entrée un vecteur de n points et renvoyant un couple
de points réalisant la distance minimale entre deux points (dis-
tincts) quelconques du nuage de points. Si plusieurs couples réa-
lisent la distance minimale, on choisira le couple d’indice mini-
mal pour I’ordre lexicographique.

Quelle est la complexité de cette fonction dans le pire cas en fonc-
tion du nombre 1 de points?

1.2 Méthode diviser pour régner

On va adopter une stratégie de type diviser pour régner. On sépare
les points de P en deux parties Pg et Pp séparées par une droite verti-
cale d’abscisse xq (voir figure 1). Notons dg, respectivement dp, la dis-
tance minimale entre deux points de Pg, respectivement Pp, et § =
min(dg,dp). Dans l'approche diviser pour régner, les distances dp et dg
sont obtenues par appel récursif (c’est I'étape « régner »). Le cas de base
est atteint lorsqu’il y a moins de trois points, puisque le probléme n’est
défini que pour n = 2. Il suffit alors de calculer toutes les distances, ce
qui se fait en ©(1) puisqu’il y a moins de trois points.

Pour choisir xy de telle maniéere a ce que la différence de cardinal
entre P et Pp soit au plus un, on peut prendre la médiane des abscisses
des points. Il existe des algorithmes permettant de faire cela en ®(n),
mais I’approche la plus simple est de trier les points par leurs abscisses

et de prendre I'élément d’indice [ 5| — 1 du tableau trié. On a vu que

t
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FIGURE 1 - [llustration de la stratégie diviser pour régner pour trouver la
distance minimale dans un nuage de points.

’on peut trier une liste (ou un tableau) en ©(nlogn) dans le pire des
cas, a I’aide du « tri fusion ».

P et un point de Pp. Dans ce dernier cas, elle est atteinte pour des
points situés dans la bande délimitée par les droites verticales d’abs-
cisses xg — 0 et xg + J, que nous appelons T, représentée par des poin-
tillés sur la figure 1. On note que dans le pire des cas il y a n points dans
T.

Ecrire une fonction selectionne_points_dans_T de type point
array -> float -> float —> points array quiprend pou
arguments un tableau de points t ainsi que deux flottants x( et §
et qui sélectionne dans ce tableau les points dont l'abscisse est
comprise entre xy — ¢ et xo + ¢ (inclus) sous la forme d"un tableau

lany

t'. Lordre des points de ' devra étre le méme que celui dans t.
La complexité de cette fonction devra étre linéaire en la taille de
t. Attention : on ne suppose pas que t est trié par abscisses et cette
fonction ne doit pas modifier” .

a. Onne peut de toutes fagons pas trier ¢ par abscisses ici puisque 1’on exige
une complexité linéaire.

J

Remarquons que dans une tranche de T de hauteur J, représentée
par la zone hachurée sur la figure 1, il y a au plus sept points. Observons

La fonction Array . stable_sort implémente le tri fusion en CAML. qu'un carré de coté 6 ne peut contenir qu’au plus quatre points situés

La fonction tri_abscisses, que jai implémentée pour vous, per-
met de trier un tableau de points suivant ’ordre lexicographique abs-
cisses/ordonnées.

Ecrire une fonction t ri_ordonnees de type ('a * 'b) array
—-> unit qui permet de trier un tableau par ordonnées d’abord,
c’est-a-dire suivant 1’ordre lexicographique ordonnées/abscisses,
en adaptant évidemment la fonction tri_abscisses.

La distance minimale est soit J, soit une distance entre un point de

a une distance supérieure ou égale a J, et que s’il en contient quatre,
alors ceux-ci sont nécessairement situés aux quatre coins. Ceci ne peut
pas étre le cas a la fois du coté gauche et du coté droit. Ainsi, s'il y
avait huit points ou plus, il y en aurait au moins deux appartenant a Pg
ou Pp qui seraient a une distance strictement inférieure a 6 ce qui est
impossible.

Pour chaque point de T, il suffit donc de calculer les distances entre
ce point et les 6 points d’ordonnées immédiatement supérieures de T,
ce qui conduira a un coft linéaire en le nombre de points de T. Si les
points de T sont triés par ordre croissant des ordonnées, les six points
qui peuvent étre dans la tranche de hauteur 6 au dessus d'un pointde T,
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sont parmi les six points qui suivent ce point dans le tableau trié. Il suffit
donc de trier les points de T par ordonnées croissantes. La fonction T(n) = O(1)sin € {2,3}
plus_proches_dans_T implémente cela. TR + T([21) + O(nlogn) sin = 4

m

Compléter le code de la fonction plus_proches_diviser, qui . ] .
doit étre de type point array -> point * point etquiim- Quelle est la complexité T(n) de cette méthode dans le pire cas
plémente la méthode diviser pour régner décrite ci-dessus pour en fOl’lC.tIOI’I dunombre 1 de points? On se limitera au cas ot 1 est
trouver le couple de points les plus proches. une puissance de 2. L .

Indication : poser n = 2" avec k = 2 et diviser par 2" pour trouver
Calculons la complexité T(n) de cette approche. Pour n > 4, lors de une sontme télescopique.

chaque appel, ona:

Dans l'approche proposée, il est nécessaire de trier les points lors de
chaque appel récursif. On se propose donc de trier le nuage de points
lors d'un pré-traitement, une fois pour toutes. On remarque qu’il est
nécessaire de trier d"une part par rapport aux abscisses et d’autre part

e Appels récursifs sur Pg et Pg dont les tailles sont * [% | et |'%'|, par rapport aux ordonnées. On utilise donc deux tableaux (ou listes)

pour un cotit de T(| 2]) + T([£]). redondants, l'un trié par rapport aux abscisses et l’agtre par rapport aux
ordonnées. On peut adapter sans probleme les fonctions précédentes en
tenant compte de ce pré-traitement et montrer que la complexité de la
e Tri des points de T par ordonnées en ®@(nlogn) dans le pire des division et de la combinaison est alors en O(n).

cas.

e Calcul de xp, ce qui nécessite un tri des abscisses des n points et
donc une complexité en @(nlogn).

e Séparation de P en P et Pp, ce qui se fait en O(n).

e Calcul des points de T ce qui se fait en ®(n).

Question 8

e Calcul de la distance minimale des points de T, de complexité

dans le pire des cas en 6 x 1 x ©(1) = ©(n) Quelle serait alors la complexité avec cette optimisation dans le

pire cas en fonction du nombre 7 de points ? On se limitera encore
¢ Quelques autres opérations en (1) (calcul du minimum de d¢ et au cas ol1 7 est une puissance de 2.

dp, etc.)

En ajoutant ces complexités on trouve une équation de récurrence ty-
pique des méthodes diviser pour régner, avec un cotit de division/combinaison
en O(nlogn) :

1. Dans ce sens ou dans l'autre, selon la maniere précise dont on définit Pg et Pp,
ce qui n’a pas d'importance ici.
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