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Corrigé TD n° 8 : Diviser pour régner

EXERCICE 1

Minimum d’un tableau : On utilise une fonction auxiliaire qui prend en plus en ar-

gument des aindicies de début et de fin de traitement de tableau pour éviter les
recopiage et I’explosion de la complexité spatiale.

let minimum tableau =
(x 'a Array —-> 'a «)
let rec min_dpr deb fin =
(# int —=> int —-> 'a %)
if fin = deb then
tableau. (deb)
else
let milieu = (deb + fin) / 2 in
min (min_dpr deb milieu) (min_dpr (milieu + 1) £fin)
in
let n = Array.length tableau in
if n = 0 then
failwith "tableau vide !"
else
min_dpr 0 (Array.length tableau - 1)

\.

On obtient une équation de complexité T(n) = T ([%J) +T (I_g-l) + ©(1), soit
pour une puissance de 2, T(n) = 2T (%) + ©O(1) ce qui conduit avec les tech-

niques habituelles (suite ou arbre) a une (Complexité de @(n)) On ne gagne

rien par rapport a un parcours linéaire du tableau.

Somme des termes d'une liste d’entiers : Comme pour le tri fusion, on découpe la

liste en deux sous-listes de taille (presque-)égales.

let rec division liste =
(» 'a list -> 'a list * 'a 1ist #)
match liste with
| [1 —> [1, T[]

| tete :: [] => liste, []

| tetel :: tete2 queue —>
let listel, liste2 = division queue in
tetel :: listel, tete2 :: liste2

rr

let rec somme_liste liste =

(* int 1ist —> int =)

match liste with

| [1 -> 0

| tete :: [] => tete

| _ =>
let listel, liste2 = division liste in
somme_liste listel + somme_liste liste2

Comme pour le tri fusion, la division a un cofit linéaire mais ici, il n'y a pas
besoin de fusion.

On obtient une équation de complexité T(n) = T (l%J) +T ([%]) + ©(n), soit
pour une puissance de 2, T(n) = 2T (%) + ©O(n) ce qui conduit avec les tech-

niques habituelles (suite ou arbre) & une complexité de | @(nlogn) |: pas inté-

ressant.

Remarquons qu’en travaillant sur un tableau comme dans I'exemple précédent,
la fusion aurait été a colit constant et on aurait retrouvé le @(n) de la méthode
standard.
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Exponentiation rapide en décomposant I’exposant modulo 3 :

let rec expo_modulo_3 x puissance =

if puissance = 0 then
1.

else
let reste = puissance mod 3 in
let x _cube = x *. X *. X in

let y = expo_modulo_3 x_cube (puissance / 3) in
match reste with

[ 0 —>vy

| 1 > x *x. y

| -> X *. X *. Yy

Notons T(n) le cotit pour effectuer exponentiation rapide en décomposant 1’ex-
posant n modulo 3.

Onaléquation T(n) =T (\_%J) + ©(1) ce qui conduit avec les techniques habi-

tuelles (suite ou arbre) a une complexité de (T(n) = O(log; ) = O(log n))

La seule chose qu’on améliore dans la complexité de cette exponentiation tri-
naire est la constante du ® par rapport a I'exponentiation binaire.

EXERCICE 2

1. Ona toujoursG xk#2x2" = 2k+l)

2. Une solution possible est

3. Soitk € Ntel que k = 1.

. . - N LY .
On note : [Px] I'assertion « On peut recouvrir un carré de coté 2" laissant vide
une case arbitraire que I'on appelle aussi case inutilisable. »

e Les assertions [ P ] et [ P, ] sont vérifiées.
e On suppose [ P;] vérifiée pour k € IN fixé.
On dispose d'un "grand" carré Cy de coté 2"*1 Jaissant vide une case arbi-
traire c. On partitionne par le milieu le carré Cy en
* Un carré Cq de coté 2¥ contenant c.

* Trois carrés Cy, C3, C4 chacun de coté ok (formant un motif.)

Au centre du "grand" carré Cp, on dispose un motif touchant C,, C3, Cy.

C,, C3,C4 sont ainsi devenus des carrés de coté ok ayant chacun une case
inutilisable. Avec I'hypothese de récurrence, on peut paver d'une part C;
et d’autre part C,, Cs, Cy.

On a ainsi recouvert C.

(L’assertion [Py] est donc démontrée par récurrence)

EXERCICE 3

1. La complexité de 1'algorithme naif permettant de calculer la somme de deux

polyndmes de degré n est en @

2n k

2. Avec AB =) cka Onacg =) ajby—;

k=0 i=0
Soit un nombre d’additions

2
=2n"+n

2 2n(2n+1)
k=—"7—

2

k=0

Soit un nombre de multiplications

2n k 2n
1= ey @)

k=0i=0 k=0
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La complexité de l'algorithme naif permettant de calculer le produit de deux EXERCICE 4

polynomes de degré 1 esten | © (nz) Soit n € IN*. Intéressons-nous au produit matriciel.
1. (a) Si M et M, sont deux matrices de tailles n X n,

3.n=2" m="21=2""1 . . L2 .
! 2 l’addition matricielle nécessite n~ additions scalaires.

P=X"Pi+PetQ=X"Q1+Q, (b) Si Mj et M, sont deux matrices de tailles n X n,
En développant ( ) )
le produit matriciel nécessite n“(n — 1) d’additions scalaires |et
PQ = (X"Py + P)(X"Q1 + Qo) = X" P1Q1 + X"(PIQs + Q1) + Q12
Notons C(n) le cotit du calcul de PQ avec deg P = n = 27 G3 multiplications scalaires)
Puisqu’on accede aux coefficients de chaque polyndéme avec un co(it constant, il
n'y a pas de cotit de décomposition. 4 appels récursifs sont nécessaires, et la re- 2. (a) On effectue le produit par blocs :

composition nécessite 3 additions de cofit linéaire. Le nombre de multiplications

vérifie donc la relation A1A2 + B1Cy  A1By + B1D»
MM, =

C(n) =4C(g)+®(n) C1A, + D1Cy, CiBy+ DDy

Avecle Master Theorem (dont on retrouve 1’énoncé a I'aide d’un arbre!)
Dans le cas présent a,d, k = 4,1,2 Cette méthode nécessite a priori (8 multiplications et 4 additions) sur des

IlVient:kd=21=2<4=a.

matrices m X m.

. . 1 log, 4 2
Ce qui fournit [C(n) =O(n %) = O(n %" = O(n D (b) Les valeursdedea , ketd sont(a =8k=2d= 2)
4. Ona (c) En utilisant le Master Theorem, comme a = 8,k = 2,d = 2, on peut estimer
P1Qz + PQ1 = (P + P2)(Q1 + Q2) — (P1Q1 + P2Q2)
Posons le cotit ¢, K =02=4<8=a etilvient(cn =0 (nlnga) =0 (nlOgZS) =0 (n3))
* Ri=PQ On constate que 1’on ne gagne donc rien par rapport a I’algorithme naif.
® Ry = (P +P)(Q1+Q2)
e R3 =P, 3. (a) Lesvaleursdedea, ketd sontG =7,k=2,d= 2)
Il n’est plus nécessaire que d’utiliser 3 appels récursifs. La relation de récurrence - )
prend cette fois la forme C(n) = 3C ( % ) +0(n). (b) En utilisant le Master Theorem, comme a = 7,k = 2,d = 2, on peut estimer

‘s L s 1 le cotit ¢y,.
Avecle Master Theorem (dont on retrouve I'énoncé a ’'aide d’un arbre!) "

Dans le cas présent a,d, k = 3,1,2. =92 24 <7 = getil vient ¢, =@ (nlogka) -0 (n10g27) -0 (n2’807)
. d 1
Ilvientk®" =2 =2<3=a.

log. 2 log 3 On constate désormais un certain gain par rapport a la méthode naive.
Ce qui désormais conduita| C(n) = © (n B ) =0 (n &2 ) et| log,3 ~ 1,585.




