‘Exercice 4 ‘

let nombre chiffres b n — 1
let m = ref n in 2
let nb = ref 0 in 3
while !m > 0 do 4

incr nb; 5
m:= 'm /b 6
done ; 7
'nb 8
;s 9
e Type
val nombre chiffres : int — int — int = < fun> 1 I

e Invariant de boucle : En notant p la partie entiére de hlb” :

VneN* JpeN: ¥ < n< P!

‘p + 1 est le nombre de chiffres en base b de n. ‘
On _considére 'assertion suivante : m
« !nb est le nombre de tours de boucles effectués e( I'm = WWJ » ]

& Avant d'entrer dans la boucle : 1m — 1 et nb — 0 ce sont bien les valeurs attendues.
¢ supposons 'invariant obtenu aprés !nb = k tours de boucles.

Inb est incrémenté et devient k + 1.

On dispose du résultat suivant :

Lemme 1:
vz € R, Vp € N* - L%J —lz) |&—
Lreuve:
Rappelons :
VyeR:p=|y|] < peZetp<y<p+1 p

On en déduit 'encadrement : —1 < [pz| —plz| <p
Sachant que |px| —p|z| € Z, on obtient : 0 < [px] —plz| < p—1
puis avec p > 0 : [z < L’;TxJ < lz)+1-2

ce qui permet de conclure : LMJ = |x] |

Ona:lm= L},”WJ Posons : & = ymier et p =

Avec le lemme précédent :

Soit encore :

| = ]

Comme !m devient !m / b= L 7 | On obtient bien le résultat voulu.

.. . Tho vl
e Terminaison : On considére le variant WW géeneyssa/n@
é\/’/vadhu@& ,

Immeédiatement vérifié avec b > 2 > 1.
e Correction : Rappelons : ¥ < n < bPH!
En utilisant l'invariant :
o Aprés p tours de boucles : Inb=pet 1 < 5 <b et donc !m = U,Tbj [[ }
o Aprés p+ 1 tours de boucles : Inb=p+1 et 0 < b < i < 1et done lm = \_bﬂj =0.
Inb = p + 1 est bien le nombre de chiffres en base b de n.
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let ecriture base b n = 1
let nb = nombre chiffres b n in 2
let chiffres = Array.make nb 0 in 3
let m = ref n in 4
for i = 0 to nb — 1 do 5

chiffres.(i) < !m mod b; 6
m:= 'm /b 7
done ; 8
chiffres 9
;s 10
o Type
val ecriture base : int — int — int = < fun>

—_
—

Inn .

e Invariant de boucle : En notant p la partie entiere de % :

p+1 P ;
I(wo, ..., 2p) € [[0,0—1]]"" :n =D a;b/ et 2, #0
=0

p + 1 est toujours le nombre de chiffres en base b de n.
On sait que nb = p + 1.
On considére I'assertion suivante :

p )
Aprés k tours de boucles : chiffres vaut [|zo,...,zx-1,0...,0[]] et 'm= > z;p7 % »
=k

¢ Avant d’entrer dar}Js la boucle :
k=0cet!m=n=> ;07" De plus chiffres est constitué de zéros.
7=0
© Supposons linvariant obtenu aprés k tours de boucles, ie lorsque i = k — 1.
On sait que :

P p
Im = ijbj_k = x5, + b( Z ;bR
=k j=h+1

1 est incrémenté et devient k
Ainsi, comme 0 < 7, < b:
'm % b = xy

Donc chiffres devient [|xo, ..., zr_1,21,0...,0]].
De plus :
p
Im /b= Z ;b =D
j=k+1
ce sont bien les valeurs attendues aprés k£ + 1 tours de boucles, ie lorsque 7 = k. |

e 'Terminaison
On a dans ecriture_base une boucle for donc la terminaison est acquise.
e Correction
En utilisant 'invariant :
Aprés k =nb = p+ 1 tours de boucles, ie lorsque t =nb—1=p :
chiffres vaut [|zo, ..., %i—1,2;,...,2,|], ce qui est Pécriture de n en base b.



let lecture base b chiffres = 1

let nb = Array.length chiffres in 2

let n = ref 0 in 3

for i = nb — 1 downto 0 do 4

n :— !n x b 4 chiffres.(i) 5

done ; 6

'n 7

o 8

e Type

val lecture base : int — int — int = < fun>

Inn .
. p+1 . b

si(zg,...,2p) € [[0, b— 1ﬂ sont les p + 1 chiffres de x en base b alors :
p

e Invariant de boucle : En notant p la partie entiére de

z;V et x, # 0
0

Tr =

J

On sait que nb est la longueur du tableau chiffres.
Posons p=nb—1
On considére ’assertion suivante :

P .
lorsque i = k, on a : In = >_ chiffres.(j)0/ % »
i=k

¢ Avant d’entrer dans la boucle, on peut considérer que : i =nb=p+ 1 et :
p .
In = > chiffres.(j)0" % = 0.

Jj=p+1
o Supposons l'invariant obtenu lorsque ¢+ = k.
p .
On sait donc que : In = >_ chiffres.(j)b ="
j=k
puis ¢ est décrémenté et ¢ vaut désormais k£ — 1.
Avec n :=In % b + chiffress .(1) !n devient :
In =bx Y chiffres.(j)b’ " + chiffres.(k — 1) = ) chiffres.(j)b' **' = ) " chiffres.(j)b/~*~")
J=k j=k—1 j=k—1
C’est bien la valeur attendue lorsque ¢ = k — 1. |

e Terminaison
On a dans lecture_base une boucle for donc la terminaison est acquise.

e (Correction
En utilisant Iinvariant, lorsque ¢ = 0, on obtient : In = Zp: chiffres.(j)b
On a bien obtenu 'entier dont la liste des chiffres en bajszob est formée par la tableau chiffres.
Remarque 1: Sion pose Vj € [[0,p]] : chiffres.(j) = z; et P(X) = Xp%ijj

J
Les valeurs successives de In obtenues sont les étapes du calcul de P(b) par la méthode de Horner

que vous avez (allez) rencontrer dans la chapitre Polynomes.

On a !n qui vaut successivement : x, puis z,b + x,_1 puis z,b* + x,_1b + o puis ...
puis prp*1 + xp_lbp*Q + -+ ab+ 21 et enfin 20”7 + xp_llﬂ”*1 44 2b? + 2b + 1
La derniére ligne du tableau d’Horner contient les valeurs successives de !n

Tp Tp—1 Tp—2 e Zo
b Tpb xpb® + x,1b o TpbP + p  OPT -+ mob® b
T, T+, 1 b+ Ty bt T, e o TP A, P b + b+ g




